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1. INTRODUCCION

Si bien la concepcién mecanicista de la naturaleza sufrié serios reveses durante los siglos XIX
y XX, alcanzé éxitos importantes, uno de los cuales fue la teoria cinética de la materia. Los
fenémenos del calor, por ejemplo, pudieron ser explicados por los movimientos de particulas
que actuan unas sobre otras mediante fuerzas simples.

De acuerdo con la teorfa cinética de la materia, un gas, por ejemplo, estd constituido por
una cantidad enorme de moléculas las cuales se mueven en todas direcciones y chocan las
unas con las otras. El calor del gas no es entonces mds que la energfa cinética del movimiento
molecular.

Lo mismo ocurre con un liquido, el cual estarfa constituido por moléculas que se mueven en
todas direcciones y chocan las unas con las otras. El acuerdo de esta idea con la realidad fue
verificada por Albert Einstein al explicar, utilizando la teoria cinética, el movimiento que se
observa, en un microscopio, de un grano de polen suspendido en agua.

En el ano 1827 el boténico inglés Robert Brown observé que en una solucion de agua el polen
de cierta hierba (Clarkia pulchella) realizaba un movimiento continuo, muy accidentado, en
zigzag.

"Mientras examinaba la forma de esas particulas inmersas en el agua, observé que muchas de
ellas estaban manifiestamente en movimiento... Esos movimientos eran tales que, después de
observaciones a menudo repetidas, me persuadi de que no podian provenir ni de la corriente
del fluido, ni de su evaporacién gradual, sino que pertenecian a la particula misma."

Brown habia leido los comentarios de quienes antes se habfan percatado de ese fenémeno y
observo que tendfan a asociarlo con la materia organica, asumiendo que estaba ligado con los
mecanismos de la vida. Decia que se asumia que se trataba de ".. moléculas elementales de
cuerpos organicos, primero consideradas asi por Buffon y Needhan y después por Wrisberg
con gran precision, mdas adelante y todavia con mayor particularidad por Muller y muy
recientemente por Milne Edwards, quien habia reavivado su estudio apoydndolo con muchos
detalles interesantes."

El gran mérito de Brown fue el no dejarse persuadir facilmente. Una vez que observé el
fenémeno con especimenes de plantas vivas se pregunto si persistiria en plantas que estuvieran
muertas. Observé entonces el mismo fenémeno con granos de polen prservados durante 11
meses en una solucién alcohélica, especificamente de Viola tricolor, Zizania acudtica y Zea.
También puso dentro de un recipiente con agua el polen de plantas que habian muerto cien
anos antes. Observé que este polen también realizaba el mismo tipo de movimiento. Brown
relata su sorpresa de la forma siguiente: ".... me llamé la atencién este hecho tan inesperado
de aparente vitalidad retenida por estas moléculas tanto tiempo después de la muerte de la
planta."

Brown pasé a considerar especimenes claramente no vivos, incluyendo rocas de todas las
edades, las cuales apértaban particulas en abundancia. Concluyé que con cualquier mineral



sélido se observa el fenémeno a condicién de reducirlo a la forma de granos suficientemente
finos.

Una de las cosas méas sorprendentes de estas observaciones es que el movimiento de las
particulas suspendidas parece no cesar nunca, lo cual entra en contradiccién con el principio
de conservacién de la energfa.

La explicacién de Einstein de este fenémeno fue que las particulas brownianas visibles al
microscopio son golpeadas por las particulas més pequenas que constituyen el agua. El
movimiento browniano existe si las particulas bombardeadas son suficientemente pequenas.
Existe porque ese bombardeo no tiene lugar de una manera uniforme de todos los lados. El
caracter irregular y contingente del camino que recorren las particulas brownianas refleja una
irregularidad similar de los caminos que recorren las particulas m&s pequenas que constituyen
la materia.

El movimiento observado por Brown se constituyé en una evidencia de la teorfa molecular
ya que la tnica explicacién que se encontré para tal movimiento fue que los granos de polen
se mueven al ser golpeados por las moléculas de agua. Con base en esta explicacién, Albert
Einstein encontré que la posicién de un grano de polen puesto sobre el agua puede ser descrito
probabilisticamente mediante una distribucién normal. Anos después, en 1910, Jean Perrin
realiz6 un estudio detallado del movimiento browniano y, apoydndose en un trabajo realizado
en 1888 por Louis Georges Gouy, llegé a las siguientes conclusiones respecto al movimiento
que siguen pequenas particulas que se colocan sobre un fluido:

1. El movimiento es irregular, van, vienen, suben y bajan.
2. Las trayectorias que siguen las particulas son funciones continuas pero no derivables.

3. El movimiento no se debe a las vibraciones transmitidas al fluido, ya que se observa de la
misma manera bajo diversas circunstancias.

4. El movimiento tampoco se debe a las corrientes que existen en el fluido cuando no se ha
alcanzado el equilibrio térmico, ya que no se observa algin cambio significativo cuando se
alcanza ese equilibrio.

5. Se descarta que el movimiento sea como el que se observa en las particulas de polvo que se
encuentran en el aire, ya que en estas iltimas las particulas vecinas se mueven en la misma
direccién, mientras que los movimientos de las particulas colocadas sobre el fluido y que se
encuentran cercanas, son independientes unos de otros.

6. La naturaleza de las particulas que se colocan sobre el fluido parece no tener relevancia.
7. El movimiento nunca cesa.

Lo que hizo Norbert Wiener fue construir una medida de probabilidad sobre el conjunto de
las posibles trayectorias que puede seguir una de esas particulas colocadas sobre un fluido.

Sea W; la posicién de la particula en el tiempo t € R*.



Se tiene entonces:

1. Las posibles trayectorias t — W; son funciones continuas
. E[W;] =0 para toda ¢
3. Dados 0 < s < t, W, — W es independiente de la trayectoria seguida hasta el tiempo

[\

s.
4. Dados 0 < s < t, la distribucién de W, — W, es normal con media cero y varianza
t— s.

Se busca entonces construir un modelo probabilistico para el movimiento browniano. Esto sig-
nifica definir un espacio de probabilidad (2, ¥, P) y, para cada t € RT, una variable aleatoria
W, : 2 — R de tal manera que la familia (W});cr+ tenga las propiedades mencionadas.

2. CONSTRUCCION DEL PROCESO DE WIENER

Hay varias maneras de construir el proceso de Wiener; aqui vamos a seguir basicamente el
método que utilizé Paul Lévy.

PARTE 1.

Se toma un espacio de probabilidad (£2,.4, P) en el cual sea posible definir un conjunto de
variables aleatorias independientes {Z; : t € D}, todas ellas con distribucién normal estan-
dar. Es interesante que para poder hacer esto, basta con tomar como espacio de probabilidad
a la terna ([0,1], L, P), donde L es la o-dlgebra de los conjuntos Lebesgue medibles en el
intervalo [0, 1] y P es la medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1].

También es interesante y curioso que como espacio de probabilidad (2,3, P) en el cual se

pueda definir el proceso (W, );cr+ se puede tomar el espacio ([0, 1], £, P); es decir, el intervalo
[0, 1], con la medida de Lebesgue (que no es mas que una extensién del concepto de longitud)
es suficientemente rico como para poder definir en ese espacio el proceso de Wiener.
Recordemos que los racionales diddicos son los nimeros racionales de la forma 2%, donde
n € {0,1,...} y j es un nimero entero. Recordemos también que el conjunto de racionales
diddicos en un intervalo (a, b), es denso en [a, b]. Denotaremos por D al conjunto de racionales
diddicos contenidos en el intervalo [0, 1].

Proposicién 1. Se puede definir, sobre ([0,1],L, P), una sucesion de variables aleatorias
independientes (Xy,), oy, tales que, para cualquier n € N, la distribucion de X, es normal
estandar.

Demostracion

Consideremos una sucesiéon de variables aleatorias independientes (U, ), oy, definidas sobre
([0,1], L, P), cada una de ellas con distribucién uniforme en el intervalo (0, 1).

Para cada n € N, definamos las funciones F;, : R — R de la siguiente manera:
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Fo(z) = [7 F=e2¥dy

F,, es una funcién continua estrictamente creciente, asi que tiene una inversa continua. De-
notemos por ¢, a la inversa de F),. ¢, es entonces una funcién continua definida en el intervalo

(0,1).

Para cada n € N, definamos X,, = ¢, (U,).

Six € R, se tiene:

P[X, < 2] =Pley(Un) < 2] = P[Un) < ;' (2)] = P[Uy) < Fy (2)] = Fy (2)

Asi que X, tiene distribucién normal estédndar.

Finalmente, como las variables aleatorias Uy, Us,... son independientes, también lo son
X1, X5, ...

]
Siendo D un conjunto numerable, podemos denotar por t1, t9, t3, ... a sus elementos, asi que

lo que queremos definir es una familia de variables aleatorias independientes {Z; :n € N},

todas ellas con distribucién normal estandar. El resultado anterior muestra que las podemos
definir sobre el espacio de probabilidad ([0, 1], £, P).

PARTE 2.

Se define una nueva familia de variables aleatorias {B; : t € D}. Esto se hace por pasos

(inductivamente), para lo cual se define, para cada n € {0,1,2,...}, el conjunto D,, formado

por los racionales diddicos en el intervalo [0, 1] de la forma %; es decir:

Dy ={g:kef0,1,2,...,2"}}

Obsérvese que, para cualquier n € {0,1,2,...}, D, tiene 2" + 1 elementos y D, ;1 D D,,, asf
que D, 1 — D, tiene 21 — 2" = 2" elementos.

Comenzando con Dy = {0, 1}, se define:
BO - O
Bl == Z1

Siguiendo con Dy = {O, %, 1}, para el cual ya tenemos definidas By y B;. Definamos la que
falta:

B Z%(Bo+B1)+%Z%

N[

11 3

Continuando con Dy = {O, T30 1}, para el cual ya tenemos definidas By, B% y Bj. Defi-

namos las que faltan:



By =4 (Bo+By) + 57,
1 2 25 4
B: =1 <Bl +Bl> + % Zs
1 2 25 4

Un paso mds, para tener més clara la construccién. Para D3 = {0,£,4,3,2,2,2 11} ya

1) 8747872787478
tenemos definidas By, Bi’ B%, B% y Bji. Definamos las que faltan:

B: = % (Bo-i—B;) +2%Z;
8 4 8
By =1 (Bi+By)+ %2
8 4 2 8
Bs = % <31 +B§> + Z%Zé
8 2 4 8
Br =1 <B§ +B1> + 21
8 4 8

Continuando con este procedimiento, podemos ver que para D,, = {0, 3r, 2, 5, 555 2, 255 - - »
las variables aleatorias que atin no estdn definidas son las que corresponden a los elementos

de D,, con numerador impar. Cada una de ellas se define como sigue:

Sije{l,3,5,...,2" — 1} definimos:

BL:%(B@‘FB&)—F 1

9% (n+1) Pia

De esta manera, para cada elemento ¢t € D, se tiene definida una variable aleatoria B;.
Denotando por tg,t1,...,t9n a los elementos de D,, para cada w € {2 se consideran los
siguientes 2" + 1 elementos de R? :

(t07 Bto (w» ) (th Btl (w)) ) (t27 Btz (w)> Y (t2"7 Btzn (w))



05T

02T

01T

Ahora, cada par de puntos consecutivos se unen mediante un segmento de recta para obtener
la gréfica de una funcién continua (lineal por pedazos) definida en el intervalo [0, 1]. Denote-

mos por £ a esa funcién.

04T

03T

0.0 ——t—+—"d—+—F—t—t—t—F—F—F—F—F—

Obsérvese que, fijando w, si t € D,,, entonces t € D,, y f,(r‘;’ ) (t) = () (t) para cualquier

m > n. Es decir, una vez que se llega a un elemento t € D y se define B, esta variable
aleatoria no cambia; en los pasos siguientes se conserva su valor y tinicamente se definen las
variables aleatorias B; para los nuevos elementos ¢ que se obtienen en cada paso.
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Mostremos ahora que las variables aleatorias de la familia { B : t € D} satisfacen las propiedades
que se requieren para obtener finalmente un proceso de Wiener. Para esto, vamos a formalizar
la construccion de la familia {B; : ¢ € D} con un razonamiento de induccion.

Recordemos que, para cadan € Z7, se define una familia de variables aleatorias { B, : t € D, },
donde D,, = {% ke {0,1,2,... ,2”}}.

Para cada n € N, definamos los vectores B™ y Z( de la siguiente manera:

B™ — (Bi —By.B> —B1.Bs —Bo,... Bm —BzL_l)
on on om on om om om
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7MW = (721,22, Z3s ..., 2o
Los escribimos horizontalmente por comodidad, pero los vamos a ver como vectores columna.

Vamos a demostrar que, para cada n € N, la familia de variables aleatorias {B; : t € D, },
construidas como se explicité antes, satisface las siguientes propiedades:

1. Las variables aleatorias de la familia {B; : t € D, } dependen tnicamente de las
variables aleatorias de la familia {Z; : t € D, }.

2. Existe una matriz invertible A", de 2" x 2", tal que B"™ = Az,

3. Las variables aleatorias de la familia {BT% — By, B% — B%, Bs — B>

2
27L 2n

,...,Bg—anq}
2n

2n
son independientes y cada una de ellas tiene distribucién normal con media 0 y

. 1
varianza ;.

Antes de comenzar con la demostracién general, veamos que en los primeros pasos se tienen
estas propiedades.

Recordemos que para Dy = {0, 1}, se define:
By=0

B, =7

Para D, = {0, %, 1}, se define:

By=0

By =5 (Bo+ Bi) + 32y = 321 + 32
By =7

Asi que:

1. Las variables aleatorias By, B% y By dependen tnicamente de Z% y 2.

2. Se tiene:
B; - B[) = %Zl -+ %Zl
2 2
Bl - Bl = —%Zl + %Zl
2 2
Asi que
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1
2

N [\ | =

La matriz A% es entonces la matriz ( > , la cual es invertible ya que su determinante

N |

1
€S 5-
3. Por el lema demostrado antes, las variables aleatorias B 1 —Byy B1—B 1 s0n independientes

y ambas tienen distribucién normal con media 0 y varianza .

2
Para Dy = {0, 4—11, %, %, 1}, se define:
By=0
By =3 (BO""Bl) + 571 =F7Z14+ 3171+ 3170,
1 2 25 1 25 1 2
B% = %(BO-FBQ-F%Z% = %Z% +%Z1
Bs =3 (Bl +Bl) +5Zs =371+ 5725+ 37,
1 2% 4 2 2% 1
By =7,
Asi que

1. Las variables aleatorias By, Bi’ B%, B% y B; dependen tnicamente de Zi’ Z%, Z% y 4.

2. Se tiene:
_ 1 1 1
Bi - BO == ;%rZi + ZLZ% + ZZl
By —Bi=—%71+ 3171+ 17
2 1 25 14 2
Bs — Bi=—3Z1+ 573+ 17
1 2 2 2% 4
By —Bs =—31Z1 — %Zs + 173
1 2 23 4
Asi que:
1 1 1
By — B g 1 VU og 7
_1 1 1
po— | Bim By | ] Tap ? ! Z3
Bs — B: 0 —1 -3 1 Zs
B4 _ B2 1 22l 1 Z4
1~ B 0 =1 —37 1 L
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La matriz A® es entonces la matriz

su determinante es %

1 1 1

2% 4 0 4

_ 1 1 0 1

23 4 ¢ | 1a cual es invertibl

O 1 1 1 s a Cual es 1nvertiple ya que

1 .3 1

0 -1 ‘1 1

1 ER

N

3. Por la propiedad 2, el vector B tiene distribucién normal multivariada, asi que para
demostrar que sus componentes forman una familia de variables aleatorias independientes,

basta con probar que

Se tiene:

2

Bi—B0:l<B%—BO>+LZ

B

[N
=
D=

N[ =

son independientes por parejas.

Ademads, sabemos que:

% <B 1= Bo> y % <31 — B% ) son independientes y ambas tienen distribucién normal con

media cero y varianza %.

1
(By =) v 352

: i
y varianza g.

(B = 5) v 32

1
2

: i
y varianza g.

1
2

: i
y varianza g.

H(Bi-5y) vz

: i
y varianza g.

son independientes y ambas tienen distribucién normal con media cero

son independientes y ambas tienen distribucién normal con media cero

son independientes y ambas tienen distribucién normal con media cero

son independientes y ambas tienen distribucién normal con media cero

175 v %75 son independientes y ambas tienen distribucién normal con media cero y
22 4

22 4
1

varianza 3

Asi que:
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Y asf sucesivamente.

Por lo tanto las componentes de B® son independientes por parejas.
Queda entonces demostrada la propiedad 3.

Pasemos ahora a la demostracién completa, por induccién.
Para n = 1, ya estd demostrado que se satisfacen las tres propiedades.

Supongamos ahora que las variables aleatorias de la familia {B; : t € D,,}, donde m € N,
satisfacen las tres propiedades. Demostremos entonces que las variables aleatorias de la
familia {B; : t € D,,,1} también las satisfacen.

Recordemos que, para j € {0,2,4,6,...,2™"1} la variable aleatoria B_; es una variable

om+1
aleatoria de la familia {B; : t € D,,}, mientras que, para j € {1,3,5,...,2™" — 1} se define:

B :l<Bj—1 +Bj+1>+;Z j
2 om—+1 om—+1

ST o5 (m+2) 7 onley

Cada una de estas variables aleatorias estd definida en términos de elementos de las va-
riables aleatorias de las familas {B;:t € D,,} y {Z;:t € Dy41}. Por la hipétesis de in-
duccidn, las variables aleatorias de la familia {B;: ¢ € D,,} dependen tunicamente de las
variables aleatorias de la familia {Z; : t € D,,}. Por lo tanto, las variables aleatorias de
la familia {B; :t € D,,;1} dependen unicamente de las variables aleatorias de la familia
{Zt 1t e Dm+1}-

Asi que tenemos demostrada la propiedad 1.
Pasemos a probar la propiedad 2.

Por la hipétesis de induccion, existe una matriz invertible A de 2™ x 2™, tal que B(™ =
Alm) 7(m)

Ahora:

Sije{1,3,5...,2"" — 1}, se tiene:

B —Bj—1:%<Bj—1 +Bj+1>++Z — B 1

T J
om~+1 om~+1 om~+T om~+1 2§(m+2) om~+1 om~+1
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= (Ba+1 qu)-l— -

— 7 j
omF1 omF1 93 (m+2) " SEFT

Sije{2,4,6,...,2""} se tiene:

B, —Bjia.n =B (BJ2+BJ')——11—ZJ'—1

om+F1 om+1 omF1 om+1 omFT 93(m+2) 7~ SnFT

=B, B 7
= = — —2 — 1
2 ( 27ri7+1 2']m+1> 22(m+2) ] m—+1

Vamos a demostrar ahora que ‘A(m“)‘ = <;>2m }A(m)‘; asi que, ‘A(m“)‘ # 0, por lo

9% (m+2)
tanto, la matriz A1 es invertible.

La demostracion es simple, pero laboriosa; si quieren, pueden saltarsela.

Sea (a;;) la matriz A entonces, por las expresiones de los incrementos de las variables
aleatorias de la familia {B; : t € D, 11}, se tiene:

Alm+1) —

1 1 1 1 1 1
2%(m+2) 5(111 0 5@12 0 313 0 §a14 ce Ce anm
1 1 1 1 1 1
_W 50,11 0 5@12 O 50,13 O §al4 e e §a12m

1 1 1 1 1 1
0 5021 SEmr2) 522 0 5@23 0 5024 T 5 @22m
1 1 1 1 1 1
0 5&21 —W 5@22 0 5@23 0 5@24 . Ce §a22m
1 1 1 1 1 1
0 5031 0 2082 Toow 208 0 5034 v e 5a3am
1 1 1 1 1 e . 1
0 531 0 532 2%(m+2) 5a33 0 5034 5 @32m
1 1 1 1 1 1
0 20,41 0 2&42 0 2(143 2%(m+2) 2a44 ce 5@42771
1 1 1 1 1 1
0 5041 0 542 0 5Q43 ) 5044 T 5Q42m
1 1 1 1 1 1
0 §a2m1 0 5&27712 O §a2m3 O 5@2m4 .. Q%m §a2m2m
1 1 1 1 1
5Q2m] 0 5 Q2m2 0 5Qgm3g 0 gQgmyg - Toim 5 dgmom

Asi que, denotando por |A| al determinante de la matriz A, se tiene:




)

2%(m+2)

— (2
0% (m+2)

— (-2
9% (m+2)

)

2m
T (2%“““) )

lCLH 0
5021 T !
?am o3 (m+2)
5(131 0
%agl O
%a41 0
%CL41 0
%(lgml 0
%agml 0
%an lau
?QQI ?&22
5031 5032
%031 %a32
%a41 %CL42
%a41 %G42
%szl %a2m/2
%a2m1 %azmz
lOl11 %am
?am gam
5@31 5032
5041 5042
%a41 %%2
%a2m1 %azmz
Lagm Lagms
%an
5021
%a:n
5041
5041
%a?”l

1 1 1
5012 0 5013 0 5014
5022 0 5023 0 5024
1 1 1
5022 0 5023 0 5024
1 1 1 1
3032 Taom 2083 0 5034
1 1 1 0 1
5432 — S (m+2) 5033 5Q34
1 1 1 1
20/42 0 20/43 2%(m+2) 20/44
1 1 1 1
5042 0 5043  — JEm+2) 5Q44
1 1 1
5a2m2 0 5@2m3 0 5a2my
1 1 1
502m2 502m3 5Q2my
0 la13 0 lCl14
0 ?agg 0 5a24
1
oL (mt2) 233 0 234
1 1 1
S g3(m+2) 2 as33 0 2134
1 1
0 3043 93 (m+2) 3044
1 1 1
0 243 g(mt2) 2 44
1 1
0 §a2m3 0 §a2m4 2%m
1 1
0 302m3 0 302m4 i
1 1
3013 0 Fus 3Q1gm
?agg 0 5a24 QA99m
3038 0 5034 5a3am
1
243 Tz 2044 g (hazm
1 1 1
543 ) 5044 5 d42m
1 1 1
§a2m3 0 §a2m4 s Q%m 2a2m2m
1 1 1
§a2m3 0 50,2'm4 s _Q%m 2a2m2m
1 1 1
?au %a13 %GM 5d12m
?&22 5023 5024 5 d22m
ga32 %033 %a34 5a32m
?&42 5043 5044 5 Q42m
942 5Q43 5044 - 5Q4om
1 1 1 1
gQ2m2  50om3  502my 5 dgmom
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2m 2m
_ 2 1 m)| _ 1 m

- <2%(m+2)) 22_m ‘A( )‘ - <2%(m+2)> |A( )}

Asf que, |A™TD] 2£ 0, por lo tanto, la matriz AV es invertible.
Queda entonces demostrada la propiedad 2.

Pasemos a probar la propiedad 3.

Por la propiedad 2, el vector B+ tiene distribucién normal multivariada, asi que para
demostrar que sus componentes forman una familia de variables aleatorias independientes,
basta con probar que son independientes por parejas.

Sije{1,3,5 . ..,2"" — 1}, se tiene:

B ; —Bj1 =%(Bjua —B -7
J : 2 257;:»1 2377,4'»1 + 2%(m+2) Q’Iﬁjﬁ

om~+1 om+1

Sije{2,4,6,...,2m — 2} se tiene:

B;‘-Bizl i —B L

‘ =B i—2 | — =2 i
omFI omt1 2( omFT 2m+1> 9% (m+2) T oy

Asi que las componentes del vector B(™+1) tienen la siguiente forma:

1
5 2 — B /1
2 om—1 0 + 2%(m+2) mFI
Bz 1+1 B BO % B 2 - BO - I;Zil
B B om~+T 2§(m+2) om—+1
— 1
2m+1 2m+1 1B 4+ —B » + L7,
B B 2 T T (m+2) T
3 — 2 om+ om+ 22 om+
om—+T om—+T 1 1
B s —B s 3 Bt Bt ) ~ Te daia
om~+1 om~+1
B s —B_a 1B ¢ —B .4 + L7 s
omFT omF1 2 omFT omFT 93 (m+2) 7 omFI
6 — 5 1 1
omF1 omF1 = 5 B s — 4 - 5
om+1 om+1 27(77L+2) om—+1
B2m+1,3 - B2m+174 1 1
2m+1 2m+1 3 (BQM+1_2 - B2m+1_2> + 1 (m+2) Zami1_g
BQm+1_2 — Bgm+1_3 om+1 om+1 22 om+1
om+1 om—+1 1 1
B 1 _ B 1 5 Bgm+1,2 - Bgm+1,4 - mZ2m+173
2mtl_q am+l_g om+1 om+1 22 om+1
om—+1 om+1 1 1
Bgm+1 - BQm+l_1 5 B2m+1 - B2m+1_2> —I— mzzrmkl_l
om+1 om—+1 om—+1 om—+1 22\ om+1
1 1
5 BQm+1 — Bzm-&-l,z 1( 2) Z2m+1,1
om+1 om+F1 22(™m omF1

Como puede verse, cada par de esas componentes es de uno de dos tipos:

1. una componente tiene la forma X + Y y la otra tiene la forma X — Y, donde X y Y son

variables aleatorias independientes, ambas con distribucién normal de media cero y varianza

1
2'm+2 .
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2. Una componente tiene la forma X;+Y] y la otra tiene la forma X5+Y5, donde X1, Y7, X5, Y5
son variables aleatorias independientes por parejas, todas ellas con distribucién normal de
media cero y varianza 5.

En el primer caso se tiene:
E(X+Y)(X-Y)=EX*-Y?=E[X)|-EY) =5z — 522 =0
En el segundo caso se tiene:

E[(Xy+1) (Xo +Y2)] = E[Xi Xo] + E[X1Xo0] + ENXo] + E[Y1Y5] = 0

Asi que la matriz de covarianzas del vector aleatorio B™*1 es diagonal. Por lo tanto, sus

componentes forman una familia de variables aleatorias independientes. Ademas, la distribu-

cién de cada componente es normal con media cero y varianza W% = W%

Queda entonces demostrada la propiedad 3.

PARTE 3.

Proposicion 2. Existe un conjunto E € L de probabilidad 1 tal que st w € E, entonces la

sucesion de funciones ( féw)> converge uniformemente en el intervalo [0, 1].
neN

Demostraciéon

Denotemos por f©) al limite de la sucesién ( féw)> .
neN

Obsérvese que si w € F y t € D, entonces f) (t) = B, (w).

Siwe Eytel0,1], definamos B; (w) = f“ (t). Siw ¢ E, definamos (redefinimos si t € D)
B; (w) = 0 para cualquier ¢ € [0, 1]. De esta forma, tenemos definida a la variable aleatoria
By para cualquier t en el intervalo [0, 1]. La construccién se hizo de tal manera que, fijando
w € Q, la funcién t — By (w), definida en el intervalo [0, 1], es continua para cualquier w € €.

Para demostrar esta parte observemos primero lo siguiente:

Recordemos que para cada conjunto D, se definen 2™ 4 1 variables aleatorias, una para
cada elemento de D,,. Por la manera en que se definen estas variables, en realidad, cuando
se definen las variables para t € D,, ya estdn definidas varias de ellas, a saber, las que
corresponden a los valores de ¢ que pertenecen a D,,_1, es decir, los elementos de D,, de la
forma 2‘7—n conj € {0,2,4,...,2"}; asi que los nuevos elementos que se definen son inicamente
2n-t

Una vez definidos todos los elementos correspondientes a D,,, para cada w € 2, se tienen
2" + 1 en el plano:

(tO’ Bto (w>) ) (tlv Btl (w)) ) (t27 Bt2 (w)) Y (tQ"a Btzn (w))
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Cada par de puntos consecutivos de ese conjunto se une mediante un segmento de recta
de manera que se obtiene la grafica de una funcién continua, lineal por pedazos, y estamos
denotando por fr(lw) a la funcién que se obtiene.

Consideremos t; = & y tj1 = 12%1

fr(f“) es lineal entre esos puntos, se tiene:

) (%) = 1 (B, + B,,)

En el siguiente paso se considera el conjunto D, 1, para el cual uno de los puntos que se

dos puntos consecutivos correspondientes a D,,. Como

tittitr 1 (4 4 g+1l) _ 2j+1 .
agrega es M= = 2 (2n + 5= ) = 51 ¥ se define:

1 1 o plw) [ttt 1 .
Bi’fﬁ;ﬂ’rl 2 (Btj + Bt+1) - o3 (mt2) Z%ﬂnﬁ —Jn ( 2 T o3 (m+2) Z;?f@fl (W)
Asi que:

(@) [ttt (@) (tittie ) — 1 .
) I fn 2 T 95(nt2) Z;iﬂ (@)

Finalmente, obsérvese que el valor maximo de

W = 0] s para t € [t 5,1, se

) titt;
obtiene cuando t = 4=+

sup {

, asi que:

7 2j+1

on—+1

(@) (w) ) g+l 1
faia (1) = fa (t)"te[gj_najg_n]}_m

057

04T

03T

0.0 —t—+—"+——"F—tt——F—F——F—
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06T

Lo que queremos demostrar es que, para cada w € (1, la sucesién de funciones ( féw)>
neN

converge uniformemente en el intervalo [0, 1].
Recordemos que si C = {f : [0,1] — R : f es continua} y, para f € C, definimos:
If1ly = sup{|f (z)| : @ € [0,1]},

entonces [|||, es una norma y que C, con esa norma, es un espacio normado completo, es
decir, cualquier sucesién de Cauchy es convergente. Ademds, una sucesién de funciones en
C converge con la norma ||||, si y sélo si converge uniformemente.

Por lo anterior, si n € {0,1,2,3...}, dada €, > 0, se tiene:

=)

B @ = £ W) st e [ 52] > a0

f(w) (w)

n+l =~ Jn

plfoca

P [Ufigl {w €N: sup{

:P[U2m_1{w€Q: L

Jj=0 ) % (n+2)

2300 2)

on+1

2"—1 . 1

2302

on+1

= Z?ial P [{w €Q: | Zan (w)‘ > 2%("”)5””

on+1

Ahora bien, si X es una variable aleatoria con distribucién normal estdndar, se tiene, para
cualquier xz > 0:

PIX >a]= 4 [F e ddy < g [ te 2 dy = fotes

5
3
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Asi que:

P[IX| > 2] < Z=lema”

Por lo tanto:

Hweﬂ o]

<5 P {we | Zus ( )’ > 25042, 1]

n+1 fn

1 2 1
< 2n 2 1 67%(2§(n+2)5n> _ 1 2§n€_2n+1ai
- V2 93 (n+2 V2T En

En el siguiente paso es donde vamos a utilizar el lema de Borel-Cantelli, el cual asegura que
si (Ap),cn €5 una sucesion de eventos tales que y | P (A,) < co, entonces:

P[{w e Q:w e A, para una infinidad de valores de n}] =0

Para poderlo aplicar necesitamos demostrar entonces que la serie:

ZZOZOPHLUEQ: . zsn}]

es convergente, lo cual demostraremos probando que la serie:

(w) _ plw)
sJn+1 n

D e ﬁQ% e~2"en
n=0 /25 en

es convergente.

Para esto, y también para lo que sigue, tenemos que elegir un valor adecuado de ¢,,.

Tomemos ¢,, = ———. Entonces:
97 (n+1)
Zoo 1 2% e _on+lg 2 o Z % 3n+1) 2%(n+1) o 1 Zoo 2%(3n+1)
n=0 /27 en \/271' n= 0 — V2r &~n=0 e2%(n+1)

2%(31@4—1)

1
1 _ ©  olgpt1)—22(+D
< V2 Zn:O 22%(n+1) vors Zn:O 21

1
9 (Bnt+1)—22(" D

1 o0 1
+ 755 2onmg 37 < X

| 2 ]
s 9z(n

\/ﬁZno

Por lo tanto, la serie:

> oo P [{W € ’ fn+1 f7(zw

es convergente.

Asi que, por el lema de Borel-Cantelli:
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1
s— 94 (n+1)

n+1 fn

PHwEQ:

para una infinidad de valores de n}] =0

Por lo tanto:

P Hw € O : Existe N, € N tal que ‘ f,(li)l — 9N < 221[(71”1) para cualquier n > Nw}]
=1
Sea F = {w € ) : Existe N, € N tal que — £ < ﬁ(++1> para cualquier n > Nw}

Para cualquier w € E'y m € N y cualquier n > N, se tiene entonces:
| ST

1 m—1 1
< Zk 0 2n+k+1 - 2n+1 Zk 0 2k < 2n+1

(w)
n+k+1 n+k

OJ

fn—i—m n

’<Zkom

Dada € > 0, tomemos N € N tal que N > N, y ﬁ < e. Entonces:

< ¢ para cualquier pareja de niimeros naturales n y m mayores o iguales que
S

| 5 - 5
N.

Asf que la sucesién ( ﬂw)) es de Cauchy y, por lo tanto, converge.
neN

PARTE 4.

Teorema 1. Consideremos el espacio de probabilidad ([0,1], L, P), donde L es la o-dlgebra
de los conjuntos Lebesque medibles en el intervalo [0,1] y P es la medida de Lebesgue en
el intervalo [0,1]. Se puede definir sobre ([0,1], L, P) una familia de variables aleatorias
(Wi)ier+ (es decir, un proceso estocdstico) el cual satisface las siguientes propiedades:

1. Existe un conjunto Lebesgue-medible A, de probabilidad 1, tal que, para cada w € A,
las funciones t — W; (w) son continuas.

2. E[W;] =0 para toda t.

3. Dados 0 < s < t, W, — W es independiente de la trayectoria seguida hasta el tiempo
s.

4. Dados 0 < s < t, la distribucién de W, — W, es normal con media cero y varianza
t—s.

Demostraciéon

Consideremos una sucesién de procesos independientes <<B§")> ) , cada uno de
tel0,1] ) ezt

ellos construidos como se indicé antes:
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Para mostrar que esto es posible, consideremos la familia inicial {Z; : t € D}, la cual es
numerable. Denotémosla entonces por:

{Z,, Z4y, Zoyy ..}

Ordenemos los elementos de la sucesién (Z;,) de la siguiente manera:

neN
Ly Lty Liyy Lty Lty s Ltvgs Litngs - - -

Ly, Ltsy Lgy Litygs Ltyny Dtggs - - -

Ligy Ltgy Ltygy Liygys Ltoys - - -

Ztm’ Zt147 Zt197 Zt257 Tt

Litrss Loy Ltgs - - -

Cada renglén forma una subsucesion de (Z;,), . v las subsucesiones de dos renglones difer-

entes no tienen elementos en comun.

neN

Renombremos los elementos de esas sucesiones:

Las variables aleatorias del n-simo renglén forman una sucesion (Zt(: )) .
treD

Con la familia de variables aleatorias {Zt(n) 't e D} construimos entonces el proceso (Bt(n)> o
t€[0,1

De esta forma, los procesos asf definidos son independientes unos de otros.

Viéndolo por pasos, en el paso 1 definimos el proceso <Bt)te[0 ) como se indicé antes. A ese

proceso lo renombramos como <Bt(l)> o
tefo,1

En el paso 2 definimos un nuevo proceso (Bt)te[o ) COmo se indicé antes, pero de tal manera
que este nuevo proceso sea independiente del primero. A este segundo proceso lo renom-

bramos como <B§2)> .
te(0,1]

Continuamos con este procedimiento, de tal manera que en cada paso construyamos un
proceso (Bt)te[o 1) Como se indicé antes, pero de tal manera que este nuevo proceso sea
independiente de los anteriores.
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Se obtiene entonces una sucesién de procesos ((Bt(”)) : ]> , cada uno de ellos con las
t€0,1]) ezt
propiedades que caracterizan al movimiento browniano e independiente de todos los demés.
Para definir el proceso (W;),p+, podemos hacer antes el paso que se describe a continuacion.
Para cada proceso <Bt(”)> o se tiene un conjunto F, € A de probabilidad 1 en el cual se
t€f0,1
tiene la convergencia uniforme de las correspondientes funciones lineales por pedazos.
Definamos E = ()~ E,,. Entonces E € Ay P (A) = 1.
Para cada w ¢ F, redefinamos Bt(") (w) = 0 para cualquier ¢ € [0, 1].
Ahora, para cada w € €2, definamos:
W, (w) = B (w) si t €[0,1).
_ nM (2) :
Wi (w) = By’ (w) + B, (w) sit €[1,2).
W (w) = B (@) + By (w) +B% (w) si t € [2,3).
Y asf sucesivamente, de manera que en el paso n se tiene:

W, (w) =S4 B® (w) + Bt@(nfl) (w)siten—1,n).

El proceso estocdstico (W;),cp+ ast definido satisface las propiedades del enunciado del teo-
rema.



